DIFERENCNE JEDNACINE
Opsta diferencna jednacina I reda glasi: F'(n,a,,a,,,)=0

OpSsta diferencna jednacina Il reda glasi: F(n,q,,a,,,,a,,)=0

OpSsta diferencna jednacina k-tog reda glasi: F(n,q,,qa,.,.a,,,...a,.,)=0

n+l2
Nas zanimaju linearne diferencne jednacine!

OpSsta linearna diferencna jednacina ( homogena)k-tog reda glasi:

a,,+b-a , +b,-a, ,+..+b -a =0 gdesu b,b,,...,b, realni brojevi ( konstantni koeficijenti)

Ovu jednacinu reSavamo smenom |a, =¢"| pa se diferencna jednacina svede na oblik:

t" +b 1" +b, -t +....+ b, =0| ovo je takozvana karakteristi¢na jedna¢ina

Da pojednostavimo stvari:

Kad uvodimo smenu ustvari vr$imo zamene

a, —>1

a ., —t

n+l

a ., —>t

n+2

a .t

n+3

itd.

Dobijamo polinom koji reSavamo 1 u zavisnosti od reSenja zapisujemo opste reSenje diferencne jednacine.
Evo par primera, pa ¢e sve biti jasnije.

Primer 1. Resiti diferencnu jednacinu a,,, —5a, =0

ReSenje:

Ovo je homogena diferencna jednacina I reda sa konstantnim koeficijentima.

Uzimamo smene:

a, —>1
a ,—>t

n+l

a,,—5a, =0 postaje: t—=5=0—>¢=5

Sad jo$ samo da zapiSemo reSenje ( opSte ): |a, =C,-5"| gde je C, proizvolna konstanta




Primer 2. Resiti diferencnu jednacinu a,,, —5a,,, +6a, =0

n+l

ReSenje:

Ovo je homogena diferencna jednacina II reda sa konstantnim koeficijentima.

Uzimamo smene:

a, —>1
an+1_)t
a ., >t

n+2

Onda dobijamo kvadratnu jednac¢inu ( karakteristi¢nu jednacinu )

£ =5t+6=0
bbb —dac 5+1 5+1
t, = 5 === -t =2At, =3
a

Sad reSenje zapisujemo u obliku |a, =C,-t," + C, -¢," |, odnosno za na§ primer je opSte reSenje: a,

C,,C, su proizvoljne konstante

Primer 3. Resiti diferencnu jednacinu a,,, —4a,, +4a, =0

n+l

ReSenje:

Ovo je homogena diferencna jednacina Il reda sa konstantnim koeficijentima.

Uzimamo smene:

a, >1
a,,—>t
a . —t

n+2

Onda dobijamo kvadratnu jednacinu ¢* —4¢+4 =0 &ija surelenja t, =t, =2

Ovde moramo voditi racuna, jer smo dobili dvostruko resenje!

U tom slucaju se opste resenje diferencne jednacine zapisuje u obliku:

Za ovaj na$ primer bi opste reSenje glasilo a, =C,-2" +C, -n-2"

a,=C-t"+C,-n-t,"

=C-2'+C,-3



Da izvucemo jedan zakljucak za homogene diferencne jednacine Il reda sa konstantnim koeficijentima:

i) ako su reSenja karakteristi¢ne jednacine razlicita ¢, # ¢, , opSte reSenje zapisujemo (a, =C,-¢" +C, -t,"

i1) ako su reSenja karakteristi¢ne jednacine jednaka ¢, =z,, opSte reSenje zapisujemo |a, =C,-1," +C, -n-t,"

Cesto se u zadacima trazi i reSenje ( partikularno) koje zadovoljava date uslove. To ustvari znac¢i da moramo iz opsteg

reSenja naci vrednosti za konstante C, i C, koje zadovoljavaju date uslove.

Primer 4. Odrediti partikularno reSenje diferencne jednacine a,,, —4a,, +3a, =0 akoje a, =3 1 a, =9

ReSenje:

Najpre nadjemo opste reSenje zadate diferencne jednacine.

Uzimamo smene:

a, —>1
a,,—>t
a . —t

n+2
£ —4t+3=0->t =1At,=3

Opste reSenje je: a, =C,-1"+C, -3"

a, =3 znati da umesto n u opStem redenju stavljamo 1, pa dobijamo a, =C,-1'+C,-3' —|C, +3C, =3

a, =9 zna¢idaumesto n u opStem resenju stavljamo 2, pa dobijamo a, =C, 1> +C, -3* - |C, +9C, =9

Sad odradimo sistem jednacina:

C,+3C, =3, /*(=1)
C,+9C, =9

~C,-3C, =-3

C,+9C, =9

6C,=6—[C, =1]->[C =0

Sad ove vrednosti zamenimo u opste reSenje a, =C, -1" +C, -3" i dobijamo :

a,=0-1"+1-3" —>|a, =3"| ato je traZzeno partikularno reSenje!




Za homogene diferencne jednacine IlII reda sa konstantnim koeficijentima bi reSenja zapisivali:

i) Ako je t, #t, #t, onda je opSte reSenje (a, =C,-t"+C,-t," +C, -1,

1) AKo je ¢, =t, #t;, onda je opSte reSenje |a, =C,-t"+C,-n-t" +C; -,

iii)  Akoje 7, =1, =t, onda je opste reSenje |a, =C,-t,"+C, n-t" +C,-n’ -t

n
1

Primer 5. Resiti diferencnu jednacinu a, ., —9a, , +26a,,, —24a,=0
ReSenje:

a,,—9a,,+26a, —24a =0

a, —>1

A
a,, >t
a.,—>t

n+3

Dobijamo karakteristicnu jednacinu:

£ —9* +26t-24=0

Njena reSenja su t, =2,t, =3,¢, =4 ( podsetite se Bezuovog stava i polinoma iz I godine, da bi znali da reSite ovu

jednacinu treceg stepena)

Opste reSenje je oblika : |a, =C,-t" +C, -t," +C,-£," |, odnosno za na$ primer

a,=C-2"+C,-3" +C,-4"

Primer 6. Resiti diferencnu jednacinu a, ., —3a,,, +2a, =0

n+l1
ReSenje:

a, —>1

a ., —t

n+l

pazi , ovde u zadatku nema a_, —¢> pa to ne menjamo!

2 n+2

a ., —>t

n+2

a . >t

n+3
Karakteristi¢na jednacina je:

£*-3t+2=0 anjenareSenja t,=t,=1At,=-2

Opste reSenje je oblika : |a, =C, 1" +C, -n-t" +C, -t,"| odnosno za nas primer

a, =C,-1"+C,-n-1"+C,-(<2)"

4



Primer 7. Resiti diferencnu jedna¢inu a,,,—6a,,, +12a,, —8a, =0

ReSenje:

a, —>1

a ., —t

n+l

a . —t

n+2

a . >t

n+3

£ =6t +12t—8=0 ovo jeustvari (t—2)’ =0 pasureSenja t, =t, =t, =2

Opéte reSenje je oblika |a, =C,-t," +C, -n-t," +C,-n’-t,"| to jest za na§ primer |a, =C,-2"+C,-n-2"+C,-n*-2"

Primer 7. Resiti diferencnu jedna¢inu a,,, —5a,,, +6a, =8

n+l
ReSenje:

Sta je ovde problem?

Ovo nije homogena jednacina! Ima reSenje 8.

U takvoj situaciji uzmemo odgovaraju¢u smenu ( verovatno ¢e Vam reci profesor koja je) kojom svedemo nehomogenu

jednacinu na homogenu koju znamo da reSimo.

Ovde ¢emo uzeti smenu a, =b, +4

a,,—5a, +6a =8
(b,,, +4)=5(b,,, +4)+6(b, +4)=8
b, +4-5b  —20+6b +24-8=0
b —5b  +6b =0

n+l
Dobili smo homogenu jednacinu

t* —5t+6 =0 reSenja karakteristi¢ne jednadine su ¢, = 2,¢, =3 pa je opste resenje:

b =C -t"+C, -t

Sad joS da vratimo smenu a, =b +4 —>b =a —4

a,—-4=C -t/+C,-t,) =>l|a,=C,-t/+C,-t," +4




